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3n+1zn+1

e Si a, = n!, pour tout z € C¥, P

=(n+1)|z| v + 00
= S n'existe qu'en 0 (d’'Alembert).
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Equation différentielle : S’ = S et S(0) = 1 = unique solution S(x) = e

X

Zn
zZ __
e’ = g o pour tout z € C
n>0

Remarque : S((x) = Z(n + k) x -+ x (n4+ 1) apyi x" @ série entiére
n>k
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X _ dn n+1
e Pourx €] — R, R|, /0 S(t)dt = Z i

neN
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Principales séries entiéres

@ Pour x €] — 1,1[, (1 —x)"! = ano x";
o Pour x € [-1,1[ In(1 —x) = —>_ +; s

n

@ PourxeC e =3 -0%;

@ Pour x € R, sin(x) = Z(e*) = ano(—l)"% ;
o Pour x € R, cos(x) = R(e%) = 3 ,50(~1)" 5o

Propriété

. . ()
S'il existe (an)n tel que f(x) = Z anx" pour |x| < R alors a5 = * n!(o) et

neN

(n)
f(x)= Z f n!(O) x" (Formule Taylor).

neN
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Un exemple

On veut calculer In(2)
@ On utilise In(2) = In(1 — (~1)) = 3,50 &

Série alternée : |R,| = ’ In(2) = >"7_ % < ni2

= n ~ 10™ termes pour calculer In(2) a 10~™ pres.

7n

@ On utilise In(2) = In(1 —(1/2)) = Zn>1 -
|Rnl = |In(2) — Zn>1 IS Zk>n+1 e - < D oksni12 k<o

= n>~m Ilnn((lzo)) termes pour calculer In(2) a 107 prés.

Avec le logiciel R :

> n=16%1og(10)/1log(2)
> log(2)-sum(2” (-c(1:n))/c(1:n))

e e ———
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Proposition (Premiére méthode : dichotomie)

Soit f : R — R une fonction continue sur un voisinage V' de uy, unique
solution de I'équation f(up) = 0 dans V. On suppose que [xp,x1] C V tel
que uy € [xo,x1] et f(xo)f(x1) < 0. On définit alors les suites (an) et (by)
telles que :

{ Sl — % (an+ bp) bpy1 = b, si f(a,,)f(% (an+ bn)) >0
1=35( (5 >0

bnt an+bp) ant1=an si f(bn)f(5(an+ bn))

Alors ug € [an, by] pour tout n € N et b, — a, =27 "(by — a).
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Soit f : R — R une fonction continue sur un voisinage V' de uy, unique
solution de I'équation f(ug) = 0 dans V. On suppose que [xp,x1] C V tel
que uy € [xo,x1] et f(xo)f(x1) < 0. On définit alors les suites (an) et (by)
telles que :

{ an+ %(an+ bn) bni1 = b, si f(a,,)f(% (an + bn)) >0
=2 (an+bn) ans1=an si f(bn)f(5(an+bn)) >0

Alors ug € [an, by] pour tout n € N et b, — a, =27 "(by — a).
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Proposition (Seconde méthode : Méthode de la sécante)

Soit f : R — R une fonction continue sur un voisinage V' de uy, unique
solution de I'équation f(ug) = 0 dans V. On suppose que [xp,x1] C V tel
que uy € [xg,x1] et f(xo)f(x1) < 0. On définit alors la suite (x,) par :

Xn — Xn—1
Xp+1 = Xn — f(Xn) f(X ) — f(X 1)
n n—

pourn>1.




Proposition (Seconde méthode : Méthode de la sécante)

Soit f : R — R une fonction continue sur un voisinage V' de uy, unique
solution de I'équation f(ug) = 0 dans V. On suppose que [xp,x1] C V tel
que uy € [xg,x1] et f(xo)f(x1) < 0. On définit alors la suite (x,) par :

Xn — Xn—1

ourn>1.
Fxn) — Fxn1) =

Xpt1 = Xn — F(xn)

Proposition (Méthode de la sécante)

Si f est de classe C? sur [xo, x1] bien choisis, la qualité de I'approximation est
donnée par |x, — ug| < C exp(—K ¢") avec ¢ = (v/5 +1)/2 (nombre d’or).

Remarque : 27" = exp(—nlIn(2)) >> exp(—K ¢") : méthode plus rapide!
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Proposition (Troisiéme méthode : Méthode de Newton-Raphson)

Soit f : R — R une fonction Cl(V), ot V voisinage de ug, unique solution
de I'équation f(ug) = 0 dans V. On suppose que f' # 0 sur V et xo C V.
On définit alors la suite (x,) par :

f(xn
Xp+1 = Xpn — f/((); )) pour n € IN.




Proposition (Troisiéme méthode : Méthode de Newton-Raphson)

Soit f : R — R une fonction C*(V), ou V voisinage de up, unique solution
de I'équation f(ug) = 0 dans V. On suppose que f' # 0 sur V et xo C V.
On définit alors la suite (x,) par :

f(xn)

Xp+1 = Xpn — /(%) pour n € IN.
n

Proposition (Méthode de Newton-Raphson)

Si f est de classe C% sur V, xg € V tel que |ug — xo| < 2my /Mo avec
my = infyey |f'(x)| et Mo = sup, ¢, |f"(x)|, la qualité de I'approximation est
donnée par

M,

2n—1
|xn — uo| < (2—> Ixo — > — 0.
mq n——+00

Remarque : p*" = exp(In(p) 2") << exp(—K ¢") : méthode plus rapide!



