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Intégrales multiples

(1) (*) Caleuler [f, %% ou A = [0,1[.

Proof: On a [[, d;%y fl Ldx fol %dy or f01 %dy n’existe pas (critere de Riemann). On

conclue donc que [, dfzy n’existe pas. O

(2) (*) Calculer [f, @ffiﬁw ot A = [0, 1[2.
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(3) (*) Calculer [f, (2—33—7%)—1 ot A= {(z,y) € [0,1%,z < y}.
Proof: Le théoréeme de Fubini nous permet d’écrire, comme l'intégrale est définie, que f f A % =

, y
fol 152 =z + 2y)dady = fol [2:5 —z 2yx}0 dy = fol 2y — % +2y%dy = -+ O

(4) (**) Calculer [f, H-drdy ot A = {(z,y) € R* 0 <y <a? <1}.

Proof: En tracant A, on s’apercoit que I’on peut paramétrer A par {(aj7 y) Rz e[-1,1],0<y < xz}.
2 2
Il vient donc, par le théoréme de Fubini JIA Hyda:dy = f_ll Iy T dyde = f_ll Jo1-

Tydyde = fi1x2dx - f z [In(z + y)]; Ydr = 2 - filxln(l + z)dr. Au moyen d’une IPP,

on remarque que fl xln(l +ax)dr =[x (( )ln(l +a)—2), - f1 (1+z)In(l +2) — ) dz

et donc que f xIn(l + x)dx = ln( ) — % ln(l + z)dz. Nous avons donc [f, 4, dzdy =

£ —In(2) + 3 f In(l+4 2)dx = £ —1n(2 ) 11+ 2)n(1+z) — x]l_l = —1 (Nous avons utilisé

1e fait que uln( ) — 0). O
u—

(5) (**) Calculer [f, mdxdy ou A = {(z,y) € [0,00[%, 2% + y* < a®} avec a > 0 fixé.

Proof: En tracant A, on peut s’apercevoir que le domaine est un quart de cercle. Il convient
donc d’utiliser les coordonnées polaires. On procede au changement de variables & = rcos(f) et
y = sin(f). De plus, il faut respecter les conditions x = rcos(6) > 0 et y = rsin(d) > 0, ce qui
implique 8 € [0,7/2]. On a également 0 < r < a. Le determinant du Jacobien associé a ce change-
ment de variable est r. Le domaine A s’écrit alors {(r,8) € [0,00[%,0 <r <a,0< 60 <7/2}. 11



vient done [y wrpbrprdudy = [ [ tdrdd =L [T [In(a + )]0 d6 = TIn(2). 0

(6) (*) Calculer [[, cos(z + y)dady ou A = {(z,y) € [0,00[*,z +y < 1}.

Proof: On peut parametrer A par {(z,y) € [0, oo[ 0<2<1,0<y<1-—z}. Il vient donc

S cos(z + y)dady = fo fo cos(z + y)dydxr = fo sin(z + )]y " dz = sin(1) — [cos(z)]; =
sin(1) — cos(1) + 1. O

(7) (*) Caleuler [[[,(z+ y)zdedydz, puis [[[, cos(z + y+ 2z + 1)dzdydz, ou
A={(z,y,2) €[0,00F x+y+22 <1}

Proof: Il nous faut commencer par reparametrer A. On peut tracer A ou raisonner directement
pour trouver A = {(z,y,2) € [0,00[>,0< 2 < 1 0<y<1—2z 0<z<1-2z—y}. Il vient

alors, pour la premiere intégrale, [[f,( :17+y)zdxdydz = fo z 1 2 Olfyfzz(achy)dxdydz =...
Pour la deuxieme intégrale, on procede de la méme maniere pour trouver [[f A COS(x +y + 22 +
1)dzdydz = fo 122 Ol_y_zz cos(x +y + 2z + 1)dadydz = - - - O

(8) (*) Calculer [[, wsin(zy)dzdy on A = {(x,y) €]0,1/2[x]0,7/2[}.

7r/2 1/2

Proof:  On a [[, zsin(zy)dzdy = fl/Q sin(zy)dyde = [}/ x [ 1cos(acy)] ™2 4y =

fl/ 1*COS(Wm)dSC—[7281n(2)];/2+§:ﬂ—27i\/§. O

(9) (**) Calculer [[, zydzdy ot A = {(z,y) € R? 2? + y> < 1}.

Proof: On s’apercoit que le domaine est un cercle de rayon 1, on passe donc en polaires.

1l vient donc [f, zydzdy = fo > r3cos(0)sin()dfdr. Or fozﬂ cos(#)sin(0)df = [9,1112(19)]57T -

f02 cos(0)sin(0)df. Dot 2 fo cos(f)sin(0)dd = 0 et par conséquent, [[, zydrdy = 0. O

3 N
(10) (**) Caleuler [[[) proGryradedydz ot A = {(z,y,2) € [0,00[*,z +y+2 <1} (On
pourra poser u = x + Yy + z, uv:eryetz:uvw).

Proof: Onpose u =z +y+ 2, uww = z+y et z = wow. Il vient donc u = =z + y + z,

wfgiz et w= - iy (on voit avec ces expressions que ce changement de variables est bien

un C!-difféomorphisme). Le déterminant du jacobien de ce changement de variables est u?v.
Il convient maintenant de trouver l'image du domaine A. Comme u = z+y+ 2z < 1, on a

v =

0 <u<l. Commevzmiﬁ’_z <l,maO<u<lcaruw=z2+y<1=0v<2Iet

% > 1. Comme w = ziy, onal<wu<1. Ilvient donc A = {(u,v,w) € [o, 1]3}. On a alors
) 3

N (y+z)(i+y+z)dwdydz = fol fol fol wlwdwdvdu = [fol u3du} = (i)s = 51- O

(11) (**) Caleuler [[[, zyzdzdydz ot A = {(z,y,2) € [0,00[3, . +y+ 2z < 1}.



Proof: OnpeutparametrerApar{ 7,y,2) €0,003,0<2<1-y—20<y<1-20<2< 1}.

1l vient alors [[f, zyzdedydz = fo z 1 “y 017y7z xdxdydz, qui aprés intégrations successives

nous donne [[[, zyzdedydz = =15. O

(12) (**) Déterminer I'ensemble des valeurs de « telles que I, = [~ [["(z + y)“dzdy existe,
auquel cas, calculer I,. Méme question pour J, = fol fol (x + y)*dxdy.

Proof: Onal, = [ [F(z+y)*dady = [~ [Aldy avec A = [ (z + y)*dz. Pour que

A existe, il faut que o > 1 (critére de Riemann). Or A = [%] = % Soit
1

dy Toujours d’apres le critéere de Riemann, B n’existe que si
2—«

@-1)(a—2)

1—
maintenant B = f 1 O‘Z" )

a—1>1< a>2. I, nexiste donc que si a > 2 et vaut dans ce cas

Tll"aitons maintenant le cals de Jo. On a J, = fol fol(x + y)*dzdy = fol [Cldy avec C =
Jo (@ +y)*dz. Or C = [/ (x + y)*dr n'existe que si —a < 1 & « > —1 et vaut dans ce cas

a+1 a+1 . . a+1
C = % — %z+1 . Soit maintenant D = fol %dy — 01 T dy La premiere intégrale
. . ga+2_ o .
existe toujours et vaut m La deuxieme n’existe que si —a—1 <1 & a > —2. I,
n’existe donc que si a > —1 et vaut dans ce cas Mﬁ O

(14) (***) Calculer le volume de I'ensemble A = {(z,y,2) € R?, 2% + 2% < a?,y* + 22 < a®} avec
a > 0 (on pourra commencer par tracer A).

Proof: On effectue un changement de variable en polaire dans le plan (z,y) et on obtient
[[[x dadydz = [ 4(a® — 2%)dz = La’. O

(15) (***) Pour (a,b) €]1,00[?, calculer [ In (Z:SSS((3> dt (on pourra introduire la fonction a

deux variables (u,t) — (u — cos(t)) ™! et utiliser le Théoréme de Fubini).

Proof:  Remarquons que l'on a [ ln(‘;:ggsgo dt = [ ffg(u,t)dudt ot [g(u,t)du =

1n(u — cos(t)). On peut appliquer le théoreme de Fubini et on obtient [ [ ® g(u, t)dudt =

f = cos t) dtdu. Posons v = tan?(t/2), on a dt = 2‘1” . On sait également que dans ce cas la,

1% . Onadonc [ f g(u, t)dudt = f I dvdu = [* 2~ V. o dvdu.

COS(t) - 1 a u—1J0 144t

1 1,2 1+ 1102
1+02

On procede maintenant au changement de variables w = 4/ “Jr%v avec dv = @dw. 11 vient

i ffg(u,t)dudt = ff 1o dedu = f; 1o W u+1dwdu = f o= du. On

reconnait la dérivée de ’arccosinus hyperbohque et il vient donc fo fa g(u, t)dudt = fab u’;_ - du =

 farceh(u)]} = 7 [In(u + vZ — 1))} = 7l (2021, .

JF

(16) (**) Calculer le volume d'une boule de rayon r > 0 dans R3.



Proof: Soit I ce volume. On a I = [[[, dzdydz, ou B = {(z,y,z) € R} 2% +y? + 22 < r?}.
On passe en coordonnées sphériques en effectuant le changement de variables x = usin(0), y =
usin(f)cos(a) et z = usin(f)sin(«a) avec —r < u < r, 0 € [0, 7] et a € [0, w]. Le determinant du Ja-
cobien de ce changement de variables est u?sin(6). 11 vient donc I = [ [ [ u?sin(6)dudfdo =
27r(%r3) = %7?7“3. 0



